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MATHEMATICS 
ESPACES NUCLEAIRES NON ARCHIMEDIENS 
PAR 
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(Communicated by Prof. H. FREUDENTHAL at the meeting of June 24, 1967) 
Dans [2] et [5] on a etudie le produit tensoriel topologique de deux 
espaces normes non archimediens. Dans ce travail, nous etudions le 
produit tensoriel topologique de deux espaces localement con vexes n.a.; 
en particulier, nous generalisons quelques resultats de [5]. Nous demontrons 
que, dans la terminologie de GROTHENDIECK [l ], tout espace localement 
convexe n.a. est nucleaire, pourvu que le corps de base soit complet spherique. 
Enfin, nous demontrons que cette derniere restriction interviendra partout 
ou on etudie des questions concernant la dualite: pour tout corps K 
non complet spherique il existe un espace norme (non reduit a 0) sur 
K dont le dual est reduit a 0. 
1. Dans tout ce qui suit, K designe un corps value complet non 
archimedien dont la valuation n'est pas impropre; B est le groupe des 
valeurs de K. 
Pour la theorie generale des espaces localement convexes sur K nous 
renvoyons a [6]. Dans ce qui suit, E et F designent deux espaces locale-
ment convexes sur K. Les topologies surE et F seront definies par deux 
families {p .. } et {qp} de semi-normes n.a. continues surE et F. Si la valua-
tion de K est discrete, on peut supposer que p .. (e) E B et qp(f) E B pour 
tout fX, {3 et tout e E E, f E F. Posons 
U .. = {e E Elp .. (e)< l}, Vp= {IE Flqp(f)< l}. 
Si e" E E ( l < i < n), [ e1. ... , en] designe le sous-espace vectoriel de E 
engendre par les e". 
Rappelons que l'enveloppe K-convexe O(S) d'une partie S de E est 
I' ensemble des sommes finies I.A.?:B?:, ou A?: E K, I.A.?: I< l, Bi E S. 
i 
2. Soit r:p I' application canonique de Ex F dans le produit tensoriel 
E@ F. Comme dans [1], on peut demontrer que sur E@ F il existe 
une topologie localement convexe n et une seule ayant la propriete suivante: 
pour tout espace localement convexe G et toute application bilineaire 
continue b: E x F---+ G, il existe une application lineaire continue 
l : E 0 F ---+ G et une seule telle que lr:p =b. La topologie n est la plus 
fine des topologies localement convexes sur E @ F rendant continue 
!'application r:p. Un systeme fondamental de voisinages de 0 pour n est 
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forme des ensembles O[<p(U,., Vp)], ou <p(U,., Vp) = {<p(e, f)Je E U,., f E Vp}· 
Considerons les semi-normes n,.p sur E ® F, definies par 
(1) n,.p(z)= inf [sup p"'(ei)qp(fi)]. 
Z = '1:. Ci®fi i 
Evidemment, on a n"'p( e ® f) < p,.( e) qp(f). On deduit aisement que I a 
topologie n est detinie par la famille des semi-normes n,.p; n,.p est appelee 
produit tensoriel des semi-normes p,. et qp. 
Nous allons etendre quelques resultats de [5] aux espaces localement 
convexes. Soient N,.= {e EEjp"'(e)=O}, E"=EfN,., e 1--+ e !'application 
canonique de E sur E,.; nous munissons E,. de la norme n,. detinie par 
n,.(e)=p,.(e) (e E E). De la meme fa9on, on detinit les espaces normes 
Fp et (E ® F)"'p· Definissons !'application w: E ® F--+ E"' ® Fp par 
w(2 Ci ® /i) = 2 ei ® ft. 
On voit aisement que n"'p(z) =v"'p(w(z)) (z E E ®F), ou v,.p est la semi-
norme sur E,. ® Fp definie comme dans (1). (C'est meme une norme; 
voir [5].) On en deduit: 
Lemme 1. w induit une application cle (E ® F)"'p sur E,. ® Fp (muni 
de v,.p) qui est une isometric. 
A l'aide du lemme 1, on peut demontrer: 
Proposition 1. 1°. n,.p(e ® f)=p!X(e)qp(f) (e E E, f E F). 
2°. Soient G (resp. H) un sous-espace vectoriel de E (resp. F), n~p le 
produit tensoriel des semi-normes sur G et H induites par p,. et qp. Alors n~p 
est la restriction cle n,.p. 
3°. Pour que E ® F soit separe pour n, il faut et ilsuffit que E et F le soient. 
Demonstration. Dans [5] on demontre 1 o et 2° dans le cas ou E et F 
sont des espaces normes munis de normes p,. et qp. A l'aide du lemme 1, 
on etend ces resultats aisement aux espaces localement convexes. 
n 
3°. Supposons que E et F soient separes. So it z E E ® F, z = 2 ei ® fi· 
i~l 
Posons G= [e~, ... ,en], H = [/1, ... , fn]; alors on a z E G ®H. Les espaces 
G et H sont des espaces normes, comme ils sont separes et de dimension 
finie. DH,pres 2°, il su:ffit done de demontrer !'assertion dans le cas ou 
E et F sont des espaces normes; voir maintenant [5]. L'autre partie de 
l' assertion est une consequence immediate de 1 o. 
Lemme 2. Soient E un espace metrisable, G un sous-espace vectoriel 
partout dense de E, A une partie precompacte de E. Alors il existe une 
suite (gn) tendant vers zero clans G telle que tout a E A peut s' ecrire dans 
la forme d'une serie convergente 
ou les scalaires !5n(a) sont 0 ou 1. 
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Demonstration. Soit U1 ~ U2 ~ Ua ~ ... un systeme fondamental 
denombrable de voisinages K-convexes de 0 dans E. II y a des points 
au E A en nombre fini tels que A C U (ali+ U1). Pour tout i il existe 
i 
gu E G tel que gu E au+ U1, done gu + u1 =ali+ u1. II s'ensuit que 
A C U (gli+U1). Posons A1=U1 flU (A-gu); c'est une partie pre-
i i 
compacte de E, done il y a des points g2i E G en nombre fini tels que 
A1 C U (g2i+ U2). En continuant ainsi, on de:finit une suite d'elements 
i 
de G: gu, Y12, ... , Y1n, Y21. .... Comme Ynk E An-1 + Un C Un-1 + Un= Un-1. 
c'est une suite tendant vers zero, et tout a E A s'ecrit dans la forme voulue. 
N otons E 0 F le complete de E ® F pour la topologie :n;; si E et F 
sont metrisables, E@ Fest un espace (~). Du lemme 2 on deduit facile-
ment la proposition suivante : 
Proposition 2. Soient E et F deux espaces metrisables, A une par-
tie compacte de E 0 F. Alors il existe des suites (en) tendant vers zero dans 
E et (fn) tendant vers zero dans F telles que tout a E A peut s'ecrire dans 
la forme "" 
a= I ~n(a) en® In 
ou les scalaires ~n(a) sont 0 ou l. 
Proposition 3. Si E et F sont metrisables et tonneles, E ® F est 
metrisable et tonnele. 
Nous omettons la demonstration, qui est la meme que dans le cas 
classique. 
3. Supposons maintenant que K soit complet spherique ( = maximale-
ment complet). De:finissons surE® F une deuxieme topologie localement 
convexe 8 ("topologie de la convergence bi-equicontinue") par la famille 
{8 .. p} de semi-normes, ou 
8 .. p(z)=sup {/(z, u ® v>JI u E u~. v E V8} 
(U~ etant le polaire de U .. ). 
Soit z E E ® F; pour toute representation I ei ®/ide z, on a 
• 
8 .. p(z)< sup (sup J(ei, u)J · sup /(/i, v)J)= sup p .. (ei)qp(/i). 
i uEU"'O vEVpO i 
Il s'ensuit que 8,.p(z) < :n: .. p(z): la topologie 8 est moins fine que la topologie :n;. 
Theorem e l. Les topologies :n: et 8 sont identiques. 
" Demonstration. Soit z E E ® F, z= I ei ®ft. Posons 
i~l 
G=[el. ... ,en], H=[/1, ... ,fn]; 
alors on a z E G ® H. Soient p,. · (resp. qp) la semi-norme sur G (resp. H) 
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induite par p"' (resp. qp), n~p le produit tensoriel de p~ et q{J, N~= 
{gEGip~(g)=O}, N{J={h EHiq/J(h)=O}, G"'=GJN~ (muni de la norme n~), 
Hp=HJN{J (muni de la norme n/J). On designe par~ les applications canoni-
ques G--+ G"' et H--+ Hp. 
Comme G"' est un espace norme de dimension finie, il existe une base 
{8t} de G"' qui est orthogonale, c'est a dire: pour tout element ZAiBi de 
G"', on a • 
n~(z J..,si) =sup n~(J..,st) 
i i 
(voir [4]). De la meme fa~ton on voit qu'il existe une base orthogonale 
{li} de Hp. Du lemme 1 on deduit que z peut s'ecrire dans la forme 
z = z t;.,is., ® t1+Y 
i.i 
ou n~p(y) = 0. Supposons que 
sup ICiiiP"'(s.,) qp(ti) = ICnlp"'(s1) qp(t1). 
i,i 
Soient cr E K, 1: E K tels que lcrl .;;;;p"'(si), ITI .;;;;qp(tl); posons M = [s2, ... , Bk]. 
Soit u la forme lineaire sur [ s1] + M definie par (f.-lSI+ m, u) = f-lCT (f-l E K, 
mE M). Comme la famille {si} est orthogonale on a, pour tout f-l E K, 
mEM: 
done 
D'apres le theoreme de Hahn-Banach il existe une forme lineaire continue 
u* sur E, prolongeant u, telle que lu*(e)l .;;;;p"'(e) (e E E). On a u* E U~, 
(s1, u*)=cr, (s.,, u*)=O (i> 1). De la meme fa~ton on demontre qu'il 
existe une forme lineaire continue v* sur F telle que v* E V~, (h, v*) =T, 
(t.,,v*)=O (i>1). 
On a maintenant e"'p(z):;;. l(z, u* ® v*)l = ICncrTI, done 
e"'p(z) > ICnlp"'(sl) qp(ti) = sup ICiiiP"'(si) qp(ti):;;. n"'p(z). 
i,; 
On en deduit que ''.i<p = n"'p· 
Corollaire. Soient E complet, X un espace localement compact, 
Go( X) l'espace des fonctions continues sur X "nulles a l'infini", 00(X, E) 
l'espace des fonctions continues sur X a valeurs dans E et "nulles a 
l'infini". On munit Oo(X) et Oo(X, E) de la topologie de la convergence 
uniforme. Comme dans le cas classique on verifie aisement que la topologie 
e( =n) sur Oo(X) ® E est identique a celle induite par 0 0(X, E), et que 
Oo(X) ® E est dense dans00(X, E) (on peut meme demontrer que l'espace 
des f E Oo(X, E) pour lesquelles I' ensemble /(X) est fini est dense dans 
Oo(X, E)). Comme l'espace Oo(X, E) est complet, il s'ensuit que 
Oo(X, E) = Oo(X) ® E. 
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4. Soit E un espace norme sur K. Une boule dans E est un ensemble 
B(a, r) = {x E Elllx-all <r}, ou a E E, r> 0. E sera appele complet spherique 
si toute suite de boules dans E, totalement ordonnee par la relation 
d'inclusion, a nne intersection non vide. 
Le theoreme suivant est nne extension d'un theoreme de INGLETON [3]. 
Theoreme 2. Si K n'est pas complet spherique, il existe un espace 
norme (non reduit a 0) sur K dont le dual est reduit a 0. 
Demontrons d'abord un lemme: 
Lemme 3. Soient E un espace norme complet spherique, F un sous-
espace vectoriel ferme de E. Alors l'espace EJF, muni de la norme quotient, 
est complet spherique. 
Demonstration. Designons par~ !'application canonique E-+ EJF. 
Soit (B(an, rn)) nne suite decroissante de boules dans EJF. D'apres la 
definition de la norme quotient il existe, pour tout n, bn E E avec 
n-1 
bn=iin+l-an et llbnll<r ... Posons C1=a1. Cn=a1+ .L bk(n>1). Alors on 
k=l 
a, pour tout n, B(cn, rn) :J B(cn+b rn+l). Comme E est complet spherique, 
il existe a E E tel que a E n B(cn, r .. ). On en deduit que a E n B(an, rn). 
n n 
Demonstration du theoreme 2. Soient K un corps non complet 
spherique, E un espace norme complet spherique sur K. (Par exemple: 
E est une extension maximale (au sens de KAPLANSKY) de K.) Supposons 
qu'il existe une application lineaire continue l de E sur K. D'apres le 
lemme 3, l'espace Efker l est complet spherique. Comme Efker l et K 
sont homeomorphes, on en deduit que K est complet spherique, contraire-
ment a !'hypothese. 
Proposition 4. Soit E un espace norme. Les propositions suivantes 
sont equivalentes: 
1 o. E est isomorphe com me espace vectoriel topologique a un espace 
norme complet spherique. 
2°. Quels que soient l'espace norme F, le sous-espace vectoriel G de F 
et l'application lineaire continue l: G-+ E, il existe une application lineaire 
continue l: F -+ E prolongeant l. 
Demonstration. 1° entraine 2°: c'est une consequence immediate 
d'un theoreme de INGLETON [3]. 
2° entraine 1 o: il est bien connu qu' on pent considerer E comme 
sous-espace vectoriel d'un espace norme complet spherique F. (On pent 
prendre F=.fe(.Ie(E,L),L), ou Lest nne extension maximale (au sens 
de KAPLANSKY) de K.) Il existe une application lineaire continue i de 
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F sur E, prolongeant !'application identique i: E--+ E. D'apres le lemme 
3, l'espace Fjker i est complet spherique, et d'apres le theoreme de Banach 
les espaces F Jker i et E sont homeomorphes. 
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